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Inverz inga stabilizalasa tort rendi késleltetett PD szabalyozoval
Stabilization of an inverted pendulum by fractional-order delayed
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Abstract

In the last few decades the advantages of fractional-order control was demonstrated with several
examples in comparison with integer-order control. In this paper an inverted pendulum with delayed
PD* controller was investigated. The stability chart and the stabilizability diagram was determined.
According to the stabilizability diagram, the system can be stabilized for larger values of time delay
using PD* controller than using PD controller.

Osszefoglalé

Az utobbi évtizedekben szamos példan keresztiil mutattak be a tort derivaltat tartalmazo szabalyozdsok
eldnyeit az egész rendii szabdlyozdsokhoz képest. A cikkben eQy inverz inga mozgdsanak megfeleld
rendszer idokésleltetett PD" szabdlyozéval torténd szabdlyozdsat vizsgdltuk. Meghatdroztuk a
szabdlyozas stabilitdsi térképét és a stabilizalhatosagi hatart. A kapott eredmény alapjan PDM
szabalyozoval nagyobb idékésés esetén is stabilizalhato a rendszer, mint PD szabdlyozoval.
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1. BEVEZETES

Az utdbbi idében a mérndki tudomanyok és természettudomanyok teriiletén szamos
alkalmazasban jelent meg a tort derivalt és a tort derivaltat tartalmazo differencialegyenletek. A tort
derivalt fogalmat alkalmazhatjuk tobbek kozott a viszkoelasztikus anyagmodellek, és a cikkben is
targyalt tort derivaltat tartalmaz6 szabalyozok esetén is.

1.1. Alapfogalmak

A szakirodalomban tobbféle definicio is talalhat6 a tort derivaltra vonatkozoan. Ezek koziil az
egyik leggyakrabban hasznalt a Caputo-féle tort derivalt definicio, ami az n-szeres integral rendjének a
pozitiv valds szamokra torténd altalanositasan alapul. Az a als6 hatara, a rendid Caputo-féle tort
derivaltat a kovetkezéképpen definialhatjuk [7]:

1

dtm’(t)l a_”lEh]:

fat(t—r)m_“_lf(m)(r)dr,m— 1<a<meN,
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ahol I'(x) a gamma-fiiggvény. Egy fiiggvény Caputo-féle tort derivaltjanak Laplace-transzformaltja
a = 0 also hatar esetén [7]:

L(EDEF(D)) = sUF (s) — Tpeat s £ M (0). (2)



XXVI. Nemzetkozi Gépészeti Konferencia, Marosvasarhely, Romania, 2018. aprilis 26-29.

1.2. Tort differencidlegyenletek stabilitasa

Az egész rendl differencidlegyenletekhez hasonléoan tort differencialegyenleteket is
értelmezhetiink. Egy Caputo-féle tort derivaltakkal adott linearis allandé egyiitthatoés tort
differencidlegyenlet stabilitdsat a differencialegyenlet karakterisztikus egyenlete segitségével
vizsgalhatjuk. A Laplace-transzformacié utdn kapott karakterisztikus egyenlet altalanos esetben a
kovetkez6 alaki:

s+ Yl A 5%+ A, =0. (3)

A (3) egyenletnek megfeleld idokésleltetés nélkiili esetben egy gerjesztetlen rendszer aszimptotikus
stabilitasanak és egy gerjesztett rendszer BIBO (Bounded Input Bounded Output) stabilitasanak
feltétele is az, hogy a (3) egyenlet bal oldalan talalhatoé Kkarakterisztikus fliggvény elsé Riemann-
levélhez tartozo gyokeinek valos része legyen negativ [4, 6].

Legyenek a (3) egyenletben az a; kitevok racionalis szamok, és legyen M az «; kitevok

1
nevezdinek legkisebb kozos tobbszordse. Ekkor a A = sm helyettesitéssel a karakterisztikus
fliggvényt egy polinomma alakithatjuk. Ez a leképezés trigonometrikus alakban is felirhato:

1
A=|s|m (cos(arg(s)TJrzm)+isin(m®T+2m)>, ahol k=0,1,..,.M—1 és —m<arg(s)<m. A

1
kiilonb6z6 k értékekhez tartozd leképezések koziil a k = 0-hoz tartozo felel meg a sm hatvany els6
Riemann-levélnek megfeleld értékének (féértékének). Ezért a stabilitas feltétele ugy is

megfogalmazhatd, hogy a helyettesités utan kapott polinom A; gydkeire teljesiiljon a |arg(4;)| > %g

egyenl6tlenség [4, 6]. A leképezést és a stabil tartomanyt az s-sikon, illetve a A-sikon az 1. abra
szemlélteti.
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A stabil tartomany az s-sikon és a A-sikon M = 3 esetén

A késobbiekben vizsgalt idokésleltetett esetben is hasonld a stabilitas feltétele, mint az
idokésleltetés nélkiili esetben: a gerjesztett rendszer BIBO stabil, ha a karakterisztikus fliggvény els6
Riemann-levélen 1év6 gyokeinek valds része negativ [1].

2. STABILITASVIZSGALAT

A késébbiekben egy tort derivaltat tartalmazd PD szabalyozoval szabalyozott inverz inga
stabilitasat vizsgaljuk. A stabilitasi térkép meghatarozasa D-felbontas segitségével torténik [2]. Ezutan
a stabilizalhatosagi hatar meghatarozasa kovetkezik.

2.1. A vizsgalt rendszer differenciilegyenlete
Szabalyozzuk az inverz inga mozgédsdnak megfeleld egy szabadsagfoki masodrendii instabil
rendszert PD* szabalyozoval, és vegylik figyelembe az idékésést is. A zart szabalyozasi kor bemenete



XXVI. Nemzetkozi Gépészeti Konferencia, Marosvasarhely, Romania, 2018. aprilis 26-29.

legyen az u.(t) referenciajel. A kiilonbségképzés utan a hibajel e(t) = u.(t) — y(t). Az ered6
rendszer egyenlete a kovetkezo lesz:

d?y(t)
22 —agy(t) = ky e(t — 1) + ky {De(t — 1), @)
ahol ay > 0 a merevség, T az id6késés, k, az ardnyos tag egyiitthatdja, ky a derivalé tag egyiitthatoja
¢s 0 < u < 2 a derivalas rendje. A (4) differencidlegyenlet dimenzidtlanitas utan a kovetkezd alakra
hozhat6:

2
D) —ay®) =pe®—1) +d §le® - 1), (5)
ahol 9 = % ,a = aogt?, p=k,t? d = ket "
A dimenziotlanitott differencialegyenlet karakterisztikus fiiggvényét megkaphatjuk Laplace-
transzformacio segitségével:

D(s)=s?’—a+peS+dsteS. (6)

2.2. A stabilitasi térkép

A stabilitasi térkép tartomanyainak hatarait jelent6 RRB (Real Root Boundary) és CRB
(Complex Root Boundary) tipustt D-gorbéket a D(s) karakterisztikus fiiggvényb6l kaphatjuk meg a
D(0) = 0 és D(+ix) = 0 egyenletek alapjan [2]. Az RRB D-gorbe egyenlete:

p=a. (7)
A CRB D-gorbe paraméteres egyenletrendszere:
_ (x2+a.) singug—x) d= (x2+¢?) Sir:r(x) x>0, @®)
sm(y;) xH sm(u;)

A D-gorbék altal hatarolt tartomanyokban az instabil gyokok szama egy numerikus modszer
segitségével meghatarozhato [5], igy meghatarozhaté a stabil tartomany is a stabilitasi térképen. A 2.
abran lathato a stabilitasi térkép és a BIBO stabil tartomany kiilonbdzo a és p értékek esetén.
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Az (5) egyenlet stabilitasi térképének valtozdsa az a és | paraméterek valtozdsa esetén
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2.3. A stabilizalhatosagi hatar

A 2. abra alapjan latszik, hogy rogzitett y esetén a stabil tartomany egyre kisebb lesz, majd
eltiinik, ha a nd. A stabil tartomany eltiinéséhez tartozo6 a értéket (a,,.y) Nevezhetjiik stabilizalhatosagi
hatarnak. A stabil tartomanyt a CRB gorbe kezdeti szakasza hatarozza meg, a stabilizalhatosagi hatar
meghatarozasakor elég a CRB gorbe 0<x < ,ug szakaszat vizsgalni. Az ag,(u) gorbe

meghatarozasa kiilonb6z6 mddon térténhet 8 0 < u <1 ésa 1 < u < 2 esetben, mivel a két esetben
kiilonbozik a stabilizalhatosag hatarhelyzetére vonatkozo feltétel.

A 0 < u <1 esetben a stabilizalhatésag hatarhelyzetében az RRB egyenes érinti a CRB D-
gorbét, az érintési pontban p = a, illetve a p(x) figgvénynek lokalis maximuma van, tehat p(x)
fiiggvény x szerinti derivaltja 0. A hatarhelyzetre vonatkozo feltételeket felhasznalva levezethet6 az
Amax (1) gorbe két részben megadhato paraméteres egyenletrendszere:

—4sin(x) cos(x)+2 sin(x)+x cos(x) i,/A(x)) a _ x? Sin(lh,z%—x) (9)
2(—2 cos2(x)+2 cos(x)—x sin(x)) ’ maxi,2 Sin(Ithg)—Sin(Hng—x) ’

2

ahol A(x) = 4sin?(x) + x? cos?(x) + 4x sin(x) cos(x) — 8xsin(x). Mindkét rész értelmezési
tartomanya a |0, X, intervallum. Az x,,,, helyen a két gorbe ugyanazt az értéket veszi fel, ezért
A(¥max) = 0. Tehdt xpae @ Ax) = 0 egyenlet 0 < x < u= < = feltétel melletti gydke. Az egyenlet
numerikus megoldasaval kapott érték: x,,,, = 0,543358.

A 1 < pu <2 esetben a stabil tartomanyt kdzrezaré hurok a stabilizalhatosag hatarhelyzetében
megszinik. A hurok megsziinéséhez tartozo a érték, és igy az ap.,(¢) gorbe is meghatarozhatod
numerikus modszerek segitségével. A teljes 0 < u < 2 tartomanyra vonatkozo stabilizalhatosagi hatar
a 3. abran lathato.
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3. abra
A stabilizalhatosag hatdrdra vonatkozo ., (1) gorbe, ha 0 < pu < 2

Latszik, hogy PD* szabalyozo alkalmazasa esetén novelhetd a stabilizalhatosag a PD
szabalyozohoz tartozd a,,(u = 1) = 2 szakirodalomboél ismert értékhez képest [3]. AZ ap. (1)

gorbe maximumértéke és maximumhelye a gorbe numerikusan kiszamitott pontjai alapjan: ap,, =
Amax(U) = 2,5066¢és u* = 1,106.
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